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Les intégrales de Wallis, introduites par le mathématicien anglais John Wallis (1616-
1703) font partie des grands « classiques » des problèmes de calcul d’intégrales. On
rappelle leur expression :
∀n ∈ IN : In =
∫ pi
2
0
cosn t dt , Jn =
∫ pi
2
0
sinn t dt (1)
Un simple changement de variable montre directement que :
∀n ∈ IN : In = Jn (2)
La technique « classique » consiste à obtenir une relation de récurrence entre, res-
pectivement, In+2 et In, n ∈ IN, Jn+2 et Jn, n ∈ IN, à l’aide d’une double intégration
par parties :
∀n ∈ IN : In+2 =
n+ 1
n+ 2
In , Jn+2 =
n+ 1
n+ 2
Jn (3)
Compte tenu de I0 =
pi
2
et I1 = 1, on en déduit facilement les expressions respectives
de I2 p et I2 p+1, p ∈ IN :
∫ pi
2
0
cos2 p t dt =
1× 3× 5× . . .× (2p− 1)
2× 4× 6× . . .× (2 p
pi
2
=
(2 p)!
22 p (p!)2
pi
2
(4)
1
∫ pi
2
0
cos2 p+1 t dt =
2× 4× 6× . . .× (2 p)
1× 3× 5× . . .× (2 p+ 1)
=
22 p (p!)2
(2 p+ 1)!
(5)
Il existe toutefois une méthode de calcul direct des termes d’indice pair I2 p, p ∈ IN,
qui ne semble pas exister dans la littérature.
Il suffit de remarquer que, pour tout entier naturel p, on peut écrire, grâce aux
formules d’Euler et à la formule du binôme de Newton :
∫ pi
0
cos2p t dt =
∫ pi
0
(
ei t + e− i t
2
)2p
dt
=
∫ pi
0
1
22p
2p∑
k=0
Ck2p e
i (2p−k) t e− i k t dt
=
∫ pi
0
1
22p
2p∑
k=0
Ck2p e
i (2p−2k) t dt
=
∫ pi
0
1
22p
C
p
2p dt
=
pi
22p
C
p
2p
(6)
où, pour tout entier k de {0, . . . , 2 p}, Ck2p est le coefficient binomial
(2 p)!
(2 p− k) k!
.
Compte tenu de
∫ pi
0
cos2p t dt = 2
∫ pi
2
0
cos2p t dt (7)
on obtient bien :
∫ pi
2
0
cos2p t dt =
pi
2p+1
C
p
2p =
pi
2p+1
(2 p)!
(p!)2
(8)
2
